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Proponujemy wykrywanie kruchosci, odpornosci i antykruchosci przy uzyciu pojedynczej,
.Szybkiej i oszczednej”, niezaleznej od modelu i prawdopodobienstwa heurystyki, ktéra wykrywa
réwniez narazenie na btgd modelu.

Read more

Czym jest kruchos$c¢?

Pojecia kruchosci i antykruchosci zostaty wprowadzone w pracy Taleba (2011, 2012). Krétko méwigc, kruchosé
jest zwigzana ze sposobem, w jaki system cierpi z powodu zmiennos$ci swojego otoczenia poza pewnym
ustalonym progiem (gdy progiem jest K, nazywa sie to k-kruchoscig), natomiast antykruchos¢ odnosi sie do
sytuacji, w ktérej system korzysta z tej zmiennosci — podobnie jak ,vega” opcji lub nieliniowa wyptata, czyli
jego wrazliwos¢ na zmiennos¢ lub inng podobng miare skali rozktadu.

Funkcja przejscia: Nieliniowa ekspozycja na okreslone Zrddto losowosci odwzorowuje wrazliwos¢ na ogon vegi
(stad kruchosc). Dowodzimy, ze dziedziczona kruchos$¢, wklestos¢ ekspozycji po lewej stronie rozktadu i
tworzymy H, funkcje przejscia dajgcg doktadne odwzorowanie wrazliwosci ogona vegi na drugg pochodng
funkgji. Funkcja przejscia pozwoli nam zbadac¢ czesci rozktadu i wygenerowac heurystyke wykrywania
kruchosci, obejmujgcg zaréwno kruchos¢ fizyczng, jak i btgd modelu.

HISTYKA DETEKC]I Wreszcie, dzieki funkcji przejscia, niniejszy artykut proponuje heurystyke ryzyka, ktéra
»dziata” w wykrywaniu kruchosci, nawet jesli uzyjemy niewtasciwego modelu/metody wyceny/rozktadu
prawdopodobienstwa. Gléwng ideg jest to, ze niewtasciwa linijka nie zmierzy wzrostu dziecka, ale z pewnoscig
moze nam powiedzie¢, czy rosnie. Poniewaz ryzyko w ogonach jest odwzorowywane na nieliniowosci
(wklestos¢ ekspozycji), efekty drugiego rzedu ujawniajg kruchos$¢, szczegdlnie w ogonach, gdzie jest
odwzorowywane na duze ekspozycje ogonow, co ujawnia analiza zaburzen. Méwigc ogélnie, kazda funkcja
nieliniowa bedzie generowac pewien rodzaj dodatniej lub ujemnej ekspozycji na zmiennos¢ dla niektérych
czesci rozktadu.

Zatem, poza kruchoscig fizyczng, to samo podejscie mierzy krucho$¢ modelu, w oparciu o réznice miedzy
estymacjg punktowg a wartoscig stochastyczng (tj. rozktadem petnym). Zwiekszenie zmiennosci (np. wariancji)
wartosci estymowanej (ale nie Sredniej) moze prowadzi¢ do jednostronnego efektu na model — tak jak wzrost
zmiennosci powoduje pekanie porcelanowych filizanek.

W zwigzku z tym, wrazliwos$¢ na zmiennosc takiej wartosci, ,vega” modelu wzgledem tej wartosci nie rézni sie
od wegi innych wyptat. Na przyktad, niewtasciwe wykorzystanie rozktaddéw cienkoogonowych (np.
gaussowskich) pojawia sie natychmiast poprzez zaburzenie odchylenia standardowego, ktére nie jest juz
uzywane jako estymacja punktowa, lecz jako rozktad z wtasng wariancja. Na przyktad, mozna pokaza¢, jak
rozktady prawdopodobienstwa o grubych ogonach (np. o ogonach potegowych) mozna wyrazi¢ za pomocg
prostego zagniezdzonego zaburzenia i mieszania zaburzen gaussowskich. Taka reprezentacja wskazuje na
kruchos¢ btednego modelu prawdopodobienstwa i jego konsekwencje w postaci niedoszacowania ryzyka,
testow warunkoéw skrajnych i podobnych kwestii.Antykruchos¢: Nie jest to do konca lustrzane odbicie
kruchosci, poniewaz oznacza dodatnig vege powyzej pewnego progu w dodatnim ogonie rozktadu i brak
kruchosci w lewym ogonie, co prowadzi do rozktadu przechylonego w prawo.


chrome-extension://bjfhmglciegochdpefhhlphglcehbmek/pdfjs/web/viewer.html?file=https%3A%2F%2Farxiv.org%2Fpdf%2F1208.1189

MATEMATYCZNY WYRAZ tAGODNOSCI

W istocie, kruchosc¢ to wrazliwos¢ danej miary ryzyka na btgd w oszacowaniu (potencjalnie jednostronnego)
parametru odchylenia rozktadu, zwtaszcza ze wzgledu na fakt, ze miara ryzyka obejmuje czesci rozktadu -
ogony - oddalone od czesci wykorzystanej do estymacji. Miara ryzyka przyjmuje zatem pewne reguty
ekstrapolacji, ktére majg konsekwencje pierwszego rzedu.

Definicja kruchosci: Przypadek wewnetrzny. Lokalna kruchos$¢ zmiennej losowej XA zalezna od parametru A,
przy poziomie stresu K i poziomie pétodchylenia s - (A) z pdf fA jest jej K-lewostronng pét-vega wrazliwoscig V
(X, fA, K, s =). Kruchos$¢ XA w skoriczonych réznicach przy poziomie stresu K i poziomie pétodchylenias - (A) +
As z pdf fA jest jej K-lewostronng pot-vega wrazliwoscig V(X, fA, K, s -, As). W tej definicji kruchos$¢ opiera sie na
niewypowiedzianych zatozeniach przyjetych podczas ekstrapolacji rozktadu XA z obszaréw uzytych do
oszacowania pot-absolutnego odchylenia s - (A), wokot Q, do obszaréw wokét K, od ktérych zalezy miara

ryzyka €.

Odziedziczona kruchos$¢ Y wzgledem X przy poziomie stresu L = @(K) i poziomie pétodchylenia lewego s - (A) X
jest pochodng czastkowa:

Implikacje nieliniowej zmiany zmiennej na kruchos¢ wewnetrzng
TWIERDZENIE 1 (TWIERDZENIE O TRANSFERZE WRAZLIWOSCI)

H mozna postrzegac jako funkcje transferu, wyrazong jako réznica miedzy dwoma ilorazami. Dla danego
poziomu x zmiennej losowej po lewej stronie Q, drugi iloraz jest ilorazem vegi opcji put zrealizowanej przy x,
znormalizowanym przez iloraz vegi opcji put zrealizowanej ,na poziomie ceny” (tj. zrealizowanej przy Q),
podczas gdy pierwszy iloraz jest taki sam, ale opcje put zrealizowane przy x i Q to ,europejskie opcje down-
and-in” z barierg aktywacji na poziomie K.

TWIERDZENIE O ZAOSTRZENIU WRAZLIWOSCI

Dryf kruchosci Kruchos¢ jest definiowana jako wrazliwosc¢ - tj. pierwsza pochodna czgstkowa - estymatora
ogona § wzgledem lewego potodchylenia s - . Zdefiniujmy teraz dryf kruchosci:

Definicje odpornosci i antykruchosci

Antykruchos¢ nie jest prostym przeciwienstwem kruchosci, jak widzieliSmy w Tabeli 1. Pomiar antykruchosci, z
jednej strony, polega na odwrdéceniu kruchosci po prawej stronie, z drugiej strony wymaga kontroli
odpornosci rozktadu prawdopodobienstwa po lewej stronie. Z tego punktu widzenia, w przeciwienstwie do
kruchosci, antykruchosci nie da sie strescic¢ jednym wykresem, lecz wymaga co najmniej dwdch. Gdy zmienna
losowa zalezy od innego zrédta losowosci: YA = @(XA), zbadamy antykruchos¢ YA w odniesieniu do XA i do
wiasciwosci funkgji .

W praktyce wyznaczenie istotnej gérnej granicy b dla kruchosci jest szczegdlnie wazne: nalezy by¢ w stanie
uzyskac rzeczywiste oszacowania wptywu btedu na oszacowanie lewego poétodchylenia. Jednakze, majac do
czynienia z pewnymi klasami modeli, takimi jak rozktady Gaussa, wyktadnicze rozktady stabilne, mozemy by¢
zmuszeni do rozwazenia asymptotycznych definicji odpornosci, zwigzanych z pewnymi klasami.

Drugi warunek antykruchosci dotyczy prawej strony rozktadu. Zdefiniujmy prawe pétodchylenie X:



Kruchosc jest specyficzna dla K. Interesujg nas tylko zdarzenia niepozadane ponizej pewnego, z géry
okreslonego poziomu, punktu krytycznego. Ekspozycje A mogg by¢ bardziej kruche niz ekspozycjaBdlaK=0i
znacznie mniej kruche, jesli K jest, powiedzmy, 4 odchylenia srednie ponizej 0. Moze by¢ konieczne uzycie
skonczonych As, aby unikng¢ sytuacji, jak zobaczymy w przypadku vega-neutralnosci w potgczeniu z krétkim
lewym ogonem.

Skutek uzycia niewtasciwego rozktadu f: Porownujac V(X, f, K, s -, As) z rozktadem alternatywnym V(X, f*, K, s*,
As), gdzie f* jest rozktadem ,prawdziwym”, miara kruchosci dostarcza akceptowalnego wskaznika wrazliwosci
danego wyniku - takiego jak miara ryzyka - na btgd modelu, pod warunkiem, ze nie wystepujg zadne , efekty
paradoksalne” zaktdcajgce sytuacje. Takie ,efekty paradoksalne” to na przyktad zmiana kierunku, w ktérym
pewne percentyle rozktadu reagujg na parametry modelu, takie jak s - . Rzeczywiscie mozliwe jest, ze
nieliniowos¢ pojawia sie miedzy rdzeniem rozktadu a ogonami, tak ze gdy s - wzrasta, lewy ogon zaczyna sie
pogrubiac - dajgc duzg zmierzong kruchos$¢ - a nastepnie cofa sie - co oznacza, ze rzeczywista kruchosc jest
nizsza niz zmierzona. Moze sie rowniez zdarzy¢ odwrotna sytuacja, co oznacza niebezpieczne
niedoszacowanie kruchosci. Te nieliniowe efekty mogg pozosta¢ pod kontrolg, pod warunkiem, ze przyjmie sie
pewne zatozenia regularnosci dotyczgce rzeczywistego rozktadu, jak rowniez rozktadu zmierzonego. Na
przyktad, efektéw paradoksalnych zazwyczaj unika sie w przypadku co najmniej jednej z nastepujacych trzech
hipotez: a. Klasa rozktaddw, w ktorych wybierane sg zaréwno f, jak i f*, jest monomodalna, z monotoniczng
zaleznoscig percentyli wzgledem siebie. b. Réznica miedzy percentylami fi f* ma staty znak (tj. f* jest zawsze
szersze lub zawsze wezsze niz f w dowolnym danym percentylu). ¢. Dla dowolnego poziomu strajku K (w
zakresie, ktéry ma znaczenie), miara kruchos$ci V monotonicznie zalezy od s - od catego zakresu, w ktérym
mozna oczekiwac prawdziwej wartosci s*. Dzieje sie tak w szczegdlnosci, gdy pochodne czastkowe 9 k V/dsk
majg ten sam znak w mierzonym s - az do pewnego rzedu n, przy ktérym pochodna czgstkowa ma ten sam
staty znak w catym zakresie, w ktédrym mozna oczekiwac prawdziwej wartosci s*. Ten warunek mozna zastgpic
zatozeniem o réznicach skonczonych aproksymujacych pochodne czgstkowe wyzszego rzedu, gdzie n jest
wystarczajgco duze, aby przedziat [s - + nAs] obejmowat zakres mozliwych wartos$ci s*. Rzeczywiscie, w tym
przypadku estymacja kruchosci réznic skornczonych wykorzystuje oceny & w punktach obejmujgcych ten
przedziat.

PRZYPADEK 1 - ZASTOSOWANIE DO DEFICYTOW

BLAD MODELU | POLOBCIAZENIE JAKO NIELINIOWOSC WYNIKAJACA Z NIEPOMINIONEJ TOCHASTYCZNOSC
ZMIENNYCH Btad modelu czesto wynika z braku istnienia zmiennej losowej, ktora jest istotna dla okreslenia
wyniku (np. w wycenie opcji bez ryzyka kredytowego). Nie mozemy go wykry¢ za pomocg heurystyki
przedstawionej w tym artykule, ale jak wspomniano wczes$niej, btad idzie w przeciwnym kierunku, poniewaz
modele majg tendencje do bycia bogatszymi, a nie ubozszymi, z powodu nadmiernego dopasowania. Mozemy
jednak wykry¢ btagd modelu wynikajgcy z braku stochastycznosci zmiennej lub niedoszacowania jej
stochastycznego charakteru (np. w wycenie opcji z niestochastycznymi stopami procentowymi lub
ignorowania faktu, ze ,zmienno$¢” o moze sie zmieniac). Efekty brakéw: Badanie btedu modelu nie polega na
kwestionowaniu jego precyzji, czy tez odwzorowuje on rzeczywistos¢; Chodzi o ustalenie efektu pierwszego i
drugiego rzedu wynikajgcego z braku zmiennej, upewniajac sie, ze btedy modelu nie majg brakujgcych
sktadnikéw wyzszego rzedu, ktére powodujg powazne, nieoczekiwane (i niezauwazalne) odchylenia w jednym
kierunku z powodu wypuktosci lub wklestosci, innymi stowy, czy btgd modelu powoduje zmiane z.

Posiadanie prawidtowego modelu (co jest bardzo hojnym zatozeniem), ale brak pewnosci co do parametréw,
nieuchronnie doprowadzi do wzrostu btedu modelu w przypadku obecnosci wypuktosci i nieliniowosci.



Przyktad 2 (Wykrywanie ryzyka skrajnego w systemie przeoptymalizowanym, w B ). Zwieksz ruch na lotnisku o
10%, zmniejsz 0 10%, oblicz Sredni oczekiwany czas podrézy z kazdego z nich i sprawdz asymetrie pod katem
nieliniowosci. Jesli asymetria jest znaczgca, zadeklaruj system jako przeoptymalizowany. (Zaréwno w A, jak i w
B pokazano w ten sposoéb. Przyktad 3 (Wykrywanie btedéw w ramach probabilistyki, w B). Zmien parametr w
gore o odchylenie Srednie, oblicz catke lewg ponizej K; obniz jg o odchylenie Srednie; oblicz i poréwnaj. Jesli
wystepuje asymetria, sytuacja jest niepewna, a btgd modelu jest duzy w zakresie asymetrii. Ta sama
procedura ujawnia zaréowno kruchos¢, jak i konsekwencje btedu modelu (potencjalne szkody wynikajace z
btednego rozktadu prawdopodobienstwa, cienkoogonowego, a nie gruboogonowego). Dla traderdw (patrz
dyskusje Gigerenzera, Gigerenzer i Brighton (2009), Gigerenzer i Goldstein (1996)) zabawa efektami drugiego
rzedu uproszczonych narzedzi moze by¢ skuteczniejsza niz bardziej skomplikowane i trudniejsze do kalibracji
metody. Zobacz takze intuicje szybkiego i oszczednego w Derman i Wilmott (2009), Haug i Taleb (2011).

Heurystyka :Taleb, Canettiiin. (2012) opracowali heurystyke rownolegle z niniejszym artykutem, majacg
zastosowanie do testow warunkéw skrajnych lub, ogdlniej, wycen. 1. Pierwszy krok (pierwszego rzedu). Wez |
wycene. Zmierz wrazliwos¢ na wszystkie parametry p, okreslajgc V w skohczonych zakresach A p. Jesli jest
istotnie istotne, sprawdz, czy stochastycznos$¢ parametru jest uwzgledniana w ocenie ryzyka. Jesli nie,
zatrzymaj sie i ogto$ ryzyko jako razgco btednie zmierzone (nie ma potrzeby dalszej oceny ryzyka). (Nalezy
zauwazyc, ze przyktad Ricardo z obrusem catkowicie nie zdaje pierwszego kroku po stochastycyzacji). 2. Drugi
krok (drugiego rzedu). Dla wszystkich parametrow p oblicz drugi rzad, gdzie 2. Trzeci krok. Zwr6¢ uwage na
parametry, dla ktorych H jest istotnie > lub < 1. Wtasciwosci heurystyki: i. Kruchos$¢: V' jest doktadniejszym
wskaznikiem kruchosci nizV w A p, gdy p jest stochastyczne lub narazone na btedy estymac;ji ze Srednim
odchyleniem A pii- Btgd modelu: Model M(p) ze statym parametrem p niedoszacowuje kruchosci wyptaty z x
przy zaburzeniu A p, jesli H>1, iii- jesli H=1, ekspozycja na x jest solidna przy A p, a btgd modelu przy p jest
nieistotny. iv- jesli H pozostaje dla coraz wiekszych A p, to heurystyka jest szeroka (brak pseudowypuktosci).
Mozemy zastosowac te metode do V w réwnaniu 1, poniewaz staje sie ona zaburzeniem zaburzenia (w
Dynamic Hedging ,vvol” lub ,zmienno$¢ zmiennosci” lub w pdzniejszym zargonie vvol), gdzie K jest progiem
kruchosci, x jest zmienng losowg opisujacg wyniki, Ap jest zaburzeniem zbioru, a f miarg
prawdopodobienstwa uzywang do obliczenia {. Nalezy zauwazy¢, ze dla K ustawionego na , heurystyka staje
sie prostym wykryciem btedu modelu wynikajgcego z efektu nieréwnosci Jensena podczas stochastykizacji
atermu Uwaza sie, ze miara w A jest deterministyczna. Heurystyka ma zdolnos¢ ,wypetnienia ogona”,
rozszerzajac sie dalej w dot rozktadu prawdopodobienstwa wraz ze wzrostem Ap. Najlepiej jest zaburzy¢
wyktadnik ogona réwnania potegowego. Uwagi: a. Proste heurystyki majg odpornos¢ (pomimo mozliwego
btedu) w poréwnaniu z miarami zoptymalizowanymi i skalibrowanymi. Jak na ironie, to wtasnie z powodu
mnozenia btedow wypuktosci i potencjalnych btedéw wynikajgcych z ich pominiecia, skalibrowane modele
dziatajgce w prébie dajg gorsze wyniki niz heurystyki poza préba. b. Pozwala na wykrycie efektu uzycia
niewtasciwego rozktadu prawdopodobienstwa bez zmiany rozktadu prawdopodobienistwa (wytgcznie z
powodu zaleznosci od parametrow). c. Przewyzsza wszystkie inne powszechnie stosowane miary ryzyka, takie
jak CVaR, ,oczekiwany niedobdr”, testy warunkdw skrajnych.

Nowa heurystyczna miara kruchosci i ryzyka skrajnego: zastosowanie w testach warunkéw skrajnych
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